
Research on Restoring Clipped Low-rank Matrices

（打ち切りを受けた低ランクな行列の復元の研究）

手嶋毅志

2019年 11月 16日
@第 4回 統計・機械学習若手シンポジウム

東京大学 (新領域) 博士課程



研究内容 1/37

• 「天井効果」に対処する為の機械学習（今回の発表）
Teshima, T., Xu, M., Sato, I., and Sugiyama, M.,

Clipped matrix completion: a remedy for ceiling effects. AAAI-19.

(Miao Xu 博士，佐藤一誠先生，杉山将先生との共同研究)



打ち切り行列補完：全体像 2/37



1⃝天井効果（重要！） 3/37

天井効果

計測可能な値に上限があるという状況のこと [1]．
上限を超えた値は，上限値に打ち切られて観測される．
• 例. 5段階評価の質問 • “5”の人がやたらと多い

場合は，「質問が悪く，
測定対象を正確に測れな
かった」と考えられる．
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天井効果は機械学習のデータにも 4/37
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• 推薦システムのベンチマークデータ．

• 右側が切られた形＝天井効果の典型例



どうすれば天井効果がある
データの真値を調べられる

だろうか？
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打ち切りを受けた低ランク行列の補完 6/37



2⃝行列補完 7/37

• 行列の欠測成分などを復元する技術 [3]

• ゴール：虫食いの穴埋め

• 欠測，ノイズ，離散化，．．．それぞれに手法が開発



2⃝行列補完の応用例 8/37

• 応用例：映画推薦システム

映画
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2⃝行列補完の仕組み 9/37

• 穴埋めできるには条件がある
• 低ランクかつ好性質な行列の場合，復元可能 [3]

低ランク補完の原理

• 低ランク…低次元ベクトルの内積で各成分が表せる

• 穴埋め時：潜在ベクトルを推定→内積を計算



低ランク行列補完の原理：
欠測などから行列を復元



打ち切り行列補完：全体像 11/37



打ち切りを受けた低ランク行列の補完 12/37

8 10 6 9 4
2 6 7 10 10
4 6 2 2 0
0 3 6 10 10

7 4 7 4

観測値

⇒

8 13 6 9 4
2 6 7 16 12
4 6 2 2 0
0 3 6 15 12
4 7 4 7 4

真の行列

Problem (打ち切り行列補完 ; CMC)

観測値と打ち切り閾値（既知）から，真の行列を精度
よく復元せよ．



結果・貢献の一覧 13/37
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（上限 10）
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⇒

8.0 13.0 6.0 9.0 4.0
2.0 6.0 7.0 15.9 11.9
4.0 6.0 2.0 2.0 0.0
­0.0 3.0 6.0 14.9 11.9
4.0 7.0 4.0 7.0 4.0

補完後

1. 問題設定の提案→天井効果を受けた行列の復元
2. 復元は可能？→真の行列次第では完全復元も可能！
3. 復元手法は？→二乗ヒンジ損失+正則化項を最小化
4. 実験的には？→天井効果への耐性は，推薦システム
でも役に立つ可能性がある！

（※提案した正則化項は理論保証付き）



技術的詳細の一覧 14/37

1. 主定理：補完はいつ可能なのか？

2. 提案法：実際，どう補完するか？

3. 提案法の性能保証 (省略)

4. 実験結果



技術的詳細 1⃝：補完はいつ可能なのか？ 15/37

• 理論分析の動機：打ち切りのある行列は，いつでも
復元できるとは限らない．

▶ 復元が明らかに不可能な場合もある．
▶ 復元がそもそも不要な場合もある．

• 本研究では復元可能性の十分条件を与えた



主定理:打ち切り補完可能性の定理 16/37

仮定 (インフォーマル)

1. 真の行列 M は低ランク

2. M は “Incoherent”(少ない観測で全体を推測できる)

3. Mの各成分は独立に十分大きい確率 p で観測

4. 打ち切りの「情報損失」がある絶対定数より小さい

定理 (CMCの完全復元可能性)

高い確率で，「トレースノルム最小化」というアルゴリ
ズムの出力が真の行列に一致する．

（ここでの「高い確率」は各成分の観測／非観測の確率）



技術的詳細 2⃝：実際，どう補完するか？ 17/37

• 通常の行列補完 (既存法)[5] ：二乗損失

arg min
X

1

2

∑
ij : 観測

(観測値ij −Xij)
2 +R(X)

• 打ち切りを受けた場所では閾値 C を復元してしまう

• 提案法：二乗ヒンジ損失

arg min
X

1

2

∑
ij : 非打ち切り観測

(観測値ij −Xij)
2

+
1

2

∑
ij : 打ち切り観測

max(0,観測値ij −Xij)
2

+R(X)
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正則化項の設計：低ランクな解を誘導 18/37

1. Tr-CMC: 核ノルム正則化 [5]

▶ 効果：低ランクな解を誘導

R(X) := λ∥X∥tr ∥X∥tr =
∑min(n1,n2)

l=1 σl

(σl: l-th singular value)

2. Fro-CMC: フロベニウスノルム正則化 [4]

▶ 効果：低ランクな解を誘導

R(P,Q) := λ1∥P∥2F + λ2∥Q∥2F X = PQ⊤

3. DTr-CMC: 二重核ノルム正則化 (今回提案)
▶ 効果：X と Clip(X) の両方に低ランク性を誘導
▶ 理論保証付き (詳細略)

R(X) = λ1∥X∥tr + λ2∥Clip(X)∥tr Clip = min(·, C)



技術的詳細 3⃝：実験 19/37

1. 人工データによる実験
▶ 真値が分かる状況で復元の性能を評価できる

1. 実データによる実験
▶ 真値が不明なので実データでは復元精度の評価は難しい
（天井効果を受けた実データの「打ち切り前の値」は不明）

▶ 評価方法に工夫：真値が「閾値以上かどうか」を予測する二
値分類タスクで評価



実験 1/2 人工データによる実験 20/37
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• 実線は提案法，点線は既存法．
• 打ち切り閾値を変化→復元のテスト誤差を評価．
• 提案法 (実線)は 70%程度の打ち切りに対しても 10−2

のオーダーの誤差で精度良く推定できている．
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実験 2/2 実データによる実験 21/37

f1 値 DTr-CMC Fro-CMC Fro-MC Tr-CMC Tr-MC (ベースライン)

Film Trust 0.46 0.40 0.35 0.39 0.35 0.41

(0.01) (0.01) (0.01) (0.00) (0.01) (0.00)

Movielens 0.38 0.41 0.38 0.40 0.38 0.35

100K (0.00) (0.01) (0.01) (0.00) (0.00) (0.00)

• 実データ (★ 1～★ 5)の行列から学習

• 真の評価値を「★ 5以上」と「★ 4以下」に分類する

• 天井効果への頑健性が「高評価」の識別性能を改善

• （ベースラインは，常に +1 を出力する識別器）



まとめ 22/37

• 問題設定は？ → 天井効果を受けた行列の復元
• 復元は可能？ → 真の行列次第では完全復元も可能！
• 復元手法は？ → 二乗ヒンジ損失+正則化項を最小化

• 実験的には？ → 天井効果への耐性は，推薦システム
でも役に立つ可能性がある！
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補足資料 23/37



主定理:打ち切り補完可能性の定理 24/37

トレースノルム最小化は以下のアルゴリズム

arg min
X

∥X∥tr s.t.

Xij = Mc
ij (ij は非打ち切り観測),

Xij ≥ Mc
ij (ij は打ち切り観測),

ここで Mc は M を成分ごとに閾値 C で打ち切った行列 (i.e. 観測値)．

定理 (CMCの完全復元可能性)

高い確率で，トレースノルム最小化の解は真の行列に
一致する．



打ち切り低ランク行列補完の今後の展望 25/37

• トレースノルム最小化で復元が可能となるための必
要条件の特徴付け

• 復元を不可能にするように打ち切りを人為的に施す
アルゴリズムの開発



復元が可能か判断するにはどうするか 26/37

• 真の行列を見なくては決められない（モデルの仮定）
• しかし，どのような行列は復元が可能か，という直
観はいくつかある
▶ 低ランク＝行ごと・列ごとの特徴ベクトルが低次元
▶ （打ち切り無しに観測できた場合に）似ている行・列がある
▶ M の特異ベクトルがスパースでない

• 「特定の添字だけ値が大きい」ということが起きない



天井効果の存在を確かめるには？ 27/37

• ドメイン知識の一種．データだけから何も仮定を置
かずに存在を確かめる方法はない．
▶ 真の分布をある程度仮定できるなら分かる場合もある
▶ ヒストグラムの形＋背景知識で「恐らくある」と想定できる
ときもある

• 確実にあると主張するには（天井効果を回避できる
方法で）再計測して比較する．



天井効果だけではなくて床効果も扱える？28/37

• はい，今回の結果は床効果にも拡張可能です（論文
中には示しています）．

• さらに，成分ごとに異なる閾値を用いることもでき
ます．



離散化からの復元手法はもうある？ 29/37

• 離散化の場合を研究した先行研究はあります．

• 但し，全成分が離散化されているときにのみ使え
ます．

• 全成分が離散化しているわけではなく，打ち切りだ
け受ける応用例も多々想定できるので，打ち切り単
体で研究する価値があると考えます．



ハイパーパラメータ選択の方法 30/37

• 復元問題に対しては理論的に正当化された方法はま
だない．
▶ 人工データ実験では，復元後の行列を打ち切ったものとデー
タとの誤差（事前に取り置きした検証用添字上で計算）が最
小のものを選択した

• 実データ実験で用いた添字の分類問題では，最終的
な精度が計算可能なので，検証用添字上での精度が
最大のものを選択した．
▶ 同様に，推薦システム応用においては精度評価をハイパーパ
ラメータ選択に用いることができる場合が多いと思われる．



正則化項の設計：最適化 31/37

1. DTr-CMC: 二重核ノルム正則化 (今回提案)
▶ R(X) = λ1∥X∥tr + λ2∥Clip(X)∥tr Clip = min(·, C)

▶ 最適化法：(近似的な)劣勾配降下法 [2]

2. Tr-CMC: 核ノルム正則化 R(X) := λ∥X∥tr

∥X∥tr =
∑min(n1,n2)

l=1 σl (σl: l-th singular value)

▶ 最適化法：加速勾配降下法 [5]

3. Fro-CMC: フロベニウスノルム正則
化 R(P,Q) := λ1∥P∥2F + λ2∥Q∥2F X = PQ⊤

▶ 最適化法：(近似的な)交互最小二乗法 [4]



Coherenceの定義 32/37

• M = UΣV⊤ とする (特異値分解).

• Coherenceは µ0 := max
{n1

r
µU(M),

n2
r
µV(M)

}
で定義

▶ ここで µU(M) := maxi∈[n1] ∥Ui,·∥2 ,

µV(M) := maxj∈[n2] ∥Vj,·∥2 , r = rank(M) .

• Joint coherenceは µ1 :=
√

n1n2
r

∥UV⊤∥∞で定義

• µ0 および µ1 が小さいとき M は incoherent であると
いう．



打ち切りによる情報損失の定義 33/37

• B := {(i, j) : Mij < C}
•

T := span
(
{uky

⊤ : k ∈ [r],y ∈ Rn2} ∪ {xv⊤
k : k ∈ [r],x ∈ Rn1}

)
• (P∗(Z))ij := 1{Mij < C}Zij + 1{Mij = C}(Zij)+
• 情報損失

▶ ρF := supZ∈T\{O}:∥Z∥F≤∥UV⊤∥F
∥PTP∗(Z)−Z∥F

∥Z∥F

▶ ρ∞ := supZ∈T\{O}:∥Z∥∞≤∥UV⊤∥∞
∥PTP∗(Z)−Z∥∞

∥Z∥∞

▶ ρop :=
√
rµ1

(
sup Z∈T\{O}:

∥Z∥op≤
√
n1n2∥UV⊤∥op

∥P∗(Z)−Z∥op
∥Z∥op

)
▶ νB := ∥PTPBPT − PT∥op



実験 1/2 人工データによる実験詳細 34/37
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• 打ち切り閾値を変化→ ∥Ptest(M̂−M)∥F
∥Ptest(M)∥F

を評価

• ∗-MCiは，打ち切られた観測値を欠測とみなして従
来の行列補完を適用したもの



実験 2/2 実データによる実験詳細 35/37

• precision : 予測が「yes」のうち，真値が「yes」である
ものの割合 （正確に予測できた割合）

• recall : 真値が「yes」のうち，予測が「yes」であるも
のの割合 （真の「yes」のうち，正しく呼び戻せた
割合）

• f1 =
2·precision·recall
precision+recall

• f1 を用いたのは，この 2値分類タスクでは，「小さめ
の値を入力し，大きめの値を予測する」という外延
問題を解いているため，recallの部分に難しさがある
と考えられるから．



どの辺りが重要で，どの辺りが難しいか 36/37

重要性・新規性

• 天井効果は経験科学でよく現れる
• 従来，行列補完の分野では考えられてこなかった種
類の欠損

技術的困難

1. 打ち切りは従来の方法の（理論的／実用的に）適用
範囲外

2. とくに，問題の可解性を表す定理を証明
▶ 従来の行列補完の理論的保証はそのままでは適用できな
かった

▶ 打ち切りの影響を測る理論的な量を提案
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